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In diesem Aufsatz fiihren wir das ringtheoretische Studium van modularen Grup- 
penalgebren aus (31 fort. Von besonderem Interesse fur uns sind dabei nilpotente 
und idempotente Elemente. Beide Typen verhalten sich angehehm unter der Potenz- 
abbildung .Y \F xp, wobei p die Charakteristik des zugrunde hegenden Korpers ist. 
Wir untersuchen Verbindungen zwischen dieser Potenzabbildung unter der 
kanonischen nicht-ausgearteten Linearform der Gruppenalgebra. In Paragraph 1 
setzen wir einige der benotigten Notationen fest. Im zweiten Abschnitt betrachten 
wir Konjugationsklassen und p-regulare Sektionen. Wir erhaiten ode: 
verallgemeinern Resultate von Iizuka (21. Iizuka-Watanabe [3] und Osima (siehe 
[5 1). Der dritte Abschnitt beruht auf Ideen von Michler 161 und Passman 191. Wir 
beschaftigen uns mit Blocken und leiten Ergebnisse iiber das Jacobson-Radikal her. 
Im letzten Paragraphen studieren wir gewisse Charaktere in Primzahl- 
charakteristik. Dies verallgemeinert Methoden aus [ 11 und diem dazu, einen 
elernentaren Beweis fti S&e von Tsushima [ 10, 12) zu geben. 
1. NOTATIONEN 
F sei ein Kbrper der Charakteristik p # 0 und A eine endlichdimensionale 
F-Algebra mit Einselement. K(A) sei der Kommutatorraum von A, 
K(A) := s F(ub -ba), 
und fiir n E R,I, sei 
T&f):= (aEA:a~“EK[A)]. 
Mit den Bezeichnungen aus [4] ist also K(A) = T,(A) und 
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Fur alle Elemente a, b E A und alle Zahlen n E N, gilt bekanntlich 
(a+b)P”azP”+bp” (mod K(A)). (1) 
Daher ist T,(A) ein F-Teilraum von A mit K(A) c T,(A) und sogar ein ZA- 
Modul, wobei ZA des Zentrum von A bezeichnet. 
Jetzt sei (A, 2) eine symmetrische Algebra, d.h. 1: A -F ist eine 
Linearform mit I(K(A)) = 0, so dab fur jedes Element a E A die folgenden 
Bedingungen (i) und (ii) aquivalent sind: 
(i) a=0 (ii) A(aA) = 0. 
Fiir jede Teilmenge und jedes Element X von A bezeichne X0 den 
Orthogonalraum und X” den Linksannullator von X, 
x0 := {uEA:qux)=O}, 
X”:={uEA:uX=O). 
Wie man leicht sieht [4; A.(ii)], ist K(A)’ = ZA. Fiir II E N, ist daher 
T,(A)’ c K(A)’ = ZA. Da T,(A) ein ZA-Modul ist, mu13 T,(A)’ sogar ein 
Ideal in ZA sein. 
Wir berechnen jetzt T,(A) und r&4)” fur die Gruppenalgebra A = FG 
einer endlichen Gruppe G iiber F. Die zugehiirige Linearform ist 
/l:FG+F, L (g;G a,g) := a,. 
Cl(G) sei die Menge der Konjugationsklassen und exp(G) der Exponent von 
G. Fur jede Teilmenge X von G und alle Zahlen n E No seien 
x+ := 2 g, 
&-EX 
XP” := { gp”: g E X), 
X’Ip” := { g E G: gp” E X). 
Mit Gleichung (1) zeigt man sofort, da13 ein Element x = CgEG & g E FG 
genau dann in T,,(FG) liegt, wenn 
fur alle C E Cl(G) ist. Daher ist 
T,(FG)’ = 1 FCL’p”+. 
cccl(G) 
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In beiden Fallen geni.igt es natiirlich, sich auf diejenigen Konjugationsklassen 
C 2~ beschranken, fiir die C’Ip” # 0 ist. Fur groOe it stimmt iibrigens 
IC I/P”: c E Cl(G)}\{01 
mir der Menge Sri’(G) der p-regularen Sektionen van G aus [4] iiberein, 
2. POTENZEN UND KLASSENSUMMEN 
Von grundlegender Bedeutung fiir den ganzen Aufsatz ist die folgende 
Aussage. 
A. LEMMA. C sei eine Konjugationsklasse con G, n E N,, q :=pn und 
xEFG. 
Dam gilt: 
qXC”q+)q = /l(xT’), 
Beweis. Schreibt man x = CgeG {, g, so ist 
(mod K(FG)). 
Da K(FG) ein ZFG-Modul ist, folgt hieraus 
(mod K(FG)). 
Aus L(K(FG)) = 0 erhalt man 
Diesen Wilfssatz kann man dann gut anwenden, wenn man x4 kennt, zum 
Beispiel wenn x nilpotent oder idempotent ist. Oft ist es niitzlich, em 
Kriterium dafiir zu haben, wann der Fall C1jq = 0 eintritt. Dazu dient die 
folgende Aussage. Fur jede Konjugationsklasse C von G bezeichnet man 
dabei die p-Sylowgruppen der Zentralisatoren C,(g), g E C, als 
Defektgruppen von C. 
B. LEMMA. C sei eine Konjugationsklasse uon G mit Defektgruppe D 
und n E Ed, mit q :=pn > exp(D). 
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(i) Ist C p-singultir, so ist C’lq = 0 und A(xqC’) = 0 fir alle 
Elemente x E FG. 
(ii) Ist Cp-regultir, so ist C1lq E Sri’(G) und 
n(xyCq)“q+) = /l(xTf) = A(XP+)q 
fir alle Elemente x E FG. 
Beweis. Aus C1’q = 0 folgt A(x”C’) = 0 nach Lemma A. Daher setzen 
wir C1jq # 0 voraus. 1st etwa g E C1lq, so ist gq E C und g E C,(gq). Man 
kann annehmen, da13 D eine p-Sylowgruppe von C&g”) ist. Wegen 
q > exp(D) ist gq p-regular, und es gilt (i). 
1st h der p-regulare Faktor von g, so ist hq = gq E C. Daher liegen die p- 
regularen Faktoren der Elemente in C1’q in der Konjugationsklasse von h. 
Umgekehrt gehijrt natiirlich jedes Element mit p-regulkem Faktor h zu C1jq, 
da D eine p-Sylowgruppe von C’,(lz) ist. Also ist C1lq E ,52’(G). 
1st K eine von C verschiedene Konjugationsklasse von G mit K s (Cq j’lq, 
so ist K p-singular, und die Defektgruppen von K sind zu Untergruppen von 
D konjugiert. Aus (i) folgt daher l(xqK+) = 0. Wegen Lemma A ergibt sich 
die Behauptung. 
Die Anwendung von Lemma B auf zentrale Elemente liefert Satze. die 
mehrere bekannte Resultate iiber Gruppenalgebren verallgemeinern. Fur 
K E Cl(G) sei dabei K(p) die Konjugationsklasse der p-Faktoren der 
Elemente in K. 
C. SATZ. C sei eine Konjugationsklasse von G mit Defektgruppe D und 
n E N, mit q := p” > exp(D). 
Ist z E ZFG und zqC’ = CKEClcG) aKKC, so gilt C(p) = K(p) ftir alle 
Konjugationsklassen K von G mit aK # 0. 
Beweis. G sei ein Gegenbeispiel minimaler Ordnung. Schreibt man 
zqC+ = CgEC ag g, so existiert ein Element g E G mit ag # 0, dessen p- 
Faktor h nicht in C(p) liegt. Ci,..., C, seien die in C liegenden 
Konjugationsklassen von C,(h), und fiir i= l,..., r sei Di eine Defektgruppe 
von Ci. Jedes Di ist in G zu einer Untergruppe von D konjugiert; 
insbesondere ist q 2 exp(Di). Bezeichnet (J: ZFG+ ZFC,(h) den 
Brauerhomomorphismus, so ist 
Qg=A.(g-‘u(rqC+)) = $ qg-‘a(z)q CT). 
i=l 
Daher existiert eine Zahl i E (I,..., r} mit A(g-‘a(z)” CT) # 0. Folglich ist 
such C,(h) ein Gegenbeispiel fur unsere Behauptung, und nach Wahl von G 
ist h E Z(G). Dann ist Kh-’ E Cl(G) fur K E Cl(G), Ch-’ ist p-singular mit 
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Defektgruppe D, und gh-’ ist p-regular. Wahlt man ein Element y E G mit 
yq = hg- *, so erhait man aus L.emma B den Widerspruch 
U,=II(J~qiqC+h-‘)=O. 
II. KATZ. C sei eine p-regulii?e Konjugationsklasse L’QFI G mit 
Defektgruppe D und n E N, mit q :=pn > exp(D). Dann existieren zu jedem 
Element z E ZFG Elemente /3, E F, so daJ gilt: 
(i) zCI/q’- = C bKKIIq+, 
(iij zq(,q)l’qt = C Pi(Kq)‘iq+, 
(iii) zqC+ = 2 &K+, 
wobei K jeweils alle p-regultiren Konjugationsklassen uon G durchltiuf*t. 
Beweis. Nach Satz C gibt es eine Darstellung zqCf = C uKK+, wobei K 
alle p-regularen Konjugationsklassen von G durchlauft. Da T,#G)” ein 
Ideal in ZFG ist, gibt es eine Darstellung (i), wobei K alle 
Konjugationsklassen von G mit K1jq # 0 durchlauft, Fur jedes solche K und 
jedes Element g E K1’q gilt nach Lemma B: 
p;=ii(g-‘zc i/q+ jq = A(g-Gz4C+ j; 
insbesondere ist pK = 0 fiir alle p-singularen Konjugationsklassen K von G. 
und es folgen (i) und (iii). 
Da such Cq eine p-regullire Konjugationsklasse von G mit Defektgruppe 
D ist, gibt es eine Darstellung z~(C~)‘,‘~’ = C ~~-(Kq)‘iq+, wobei K wieder 
alle p-regularen Konjugationsklassen von G durchlauft. Fur ein Element 
g E KLiq gilt nach Lemma B 
wegen g” E K E (Kq)liq. 
Wir vermerken einige der direkten Konsequenzen. 
E. SATZ (Iizuka (21). C sei eine Konjugationsklasse UOH G und E ein 
zentrales Idempotent in FG. 
Schreiht man EC’ = v LnEc~(ci Q&+, so ist C(~p) = K(p) j%r aIle 
K E Cl(G) mit aK f 0. 
Dies ergibt sich sofort, wenn man n in Satz C hinreichend groij wahlt. 
Einen anderen elementaren Beweis hat Okuyama in [7] gegeben. Wir 
erhalten ein Korollar, das Ergebnisse von Iizuka-Watanabe (siehe j3, 81) 
verallgemeinert. 
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F. SATZ. C sei eine p-regul&-e Konjugationsklasse von G und E ein 
zentrales Idempotent in FG. Dunn gibt es Darstellungen 
(i) EC+ = C a,K+, 
(ii) ECP+ = C aiKP+, 
(iii) E(C4)‘/q+ = C aK(K4)‘/4t, 
wobei K alle p-regularen Konjugationsklassen von G durchl&@, q :=pn und 
n E No hinreichend grofl ist. 
Beweis. Die Darstellung (i) folgt aus Satz E. Wahle n E N, so, da13 fur 
q :=pn gilt: 
(a) g4 = 1 fur alle p-Elemente g E G. 
Vergleicht man D.(ii) und D.(iii), so erhllt man die Darstellung (iii). Ersetzt 
man C durch C4 in D.(i), so ergibt sich aus D.(iii): 
ECq+ = =i- a4 K4+ LK * 
Jetzt wlhle man n E N, so, da13 zusltzlich zu (a) gilt: 
(b) g4 = g fur alle p-regularen Elemente g E G. 
Dann ist Kq = K fur alle p-regulken Konjugationsklassen K von G; 
insbesondere ist EC + = C usK+ und daher cxK = (xg. Setzt man q’ :=P’~ ‘, 
so ergibt sich 
Als Korollar erhalt man einen Satz von Osima (siehe [6]). 
G. KOROLLAR. Jedes zentrale Idempotent E in FG hat eine Darstellung 
E=CaKKt, wobei K alle p-regultiren Konjugationsklassen von G 
durchlauft. Fur jedes solche K gilt: aKp = ai. 
Insbesondere zeigt dies, dal3 die Koeffizienten aK in einem endlichen K&per 
liegen. Dies ist jedoch nicht verwunderlich, da es einen endlichen 
Zerfallungskorper fur G gibt. Wir betrachten nun die p-regularire Sektion P(G) 
aller p-Elemente in G und erhalten einen Satz von Tsushima [ 111 (siehe such 
[41). 
H. SATZ (Tsushima). Es ist (P(G)‘)’ = C E, wobei E alle Blockidem- 
potente von FG durchl&ft, fur die EFG eine einfache F-Algebra ist. 
Beweis. E sei ein Blockidempotent in FG. 1st EFG nicht einfach, so ist 
E(P(G)+)* = 0 nach [4; E]. 1st aber EFG einfach, so ist E E T(FG)” nach 
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14; D] und hat daher eine Darstellung E = CSESnrcC, ass”. Nach dem Satz 
von Osima ist jede p-regullre Sektion S von G mit us f 0 gleichzeitig eine p- 
regulare Konjugationsklasse. Aus Satz F.(iii) erhalt man EP(G)’ = E nach 
Koeffizientenvergleich, wenn man C = {l} wahlt. 
Aus dem Beweis ergibt sich aul3erdem sofort, da13 einfache Blockideale in 
FG Defekt 0 haben. Darauf werden wir jedoch im nachsten Abschnitt naher 
eingehen. 
3. BL~CKE UND DEFEKTGRUPPEN 
In diesem Paragraphen setzen wir eine gewisse Vertrautheit mit den 
Grundbegriffen der Blocktheorie voraus, wie sie etwa in [5] dargestellt 
werden. Fiir jede p-Untergruppe D von G sei 
I,(G) := x FC’ ) 
wobei C alle Konjugationsklassen von G mit einer Defektgruppe Q <D 
durchlauft. Bekanntlich ist I,(G) ein Ideal in ZFG. Daher ist I,(G)O ein 
ZFG-Teilmodul von FG mit K(FG) E I,(G)‘. 
I. LEMMA. D sei eine p-Untergruppe von G und n E No mit q := 
P” > exp(D). 
FzYr jedes Element x E T(FG) ist dann x9 E I,(G)‘. 
Beweis. Andernfalls gibt es eine Konjugationsklasse C von G mit 
Defektgruppe Q <D und n(x”C’) # 0. Nach Lemma B ist C p-regular, und 
es gilt ,%(?cS’) # 0 fur eine p-regulare Sektion 5 von G. Wegen x E T(FG) 
und S+ E T(FG)’ ist dies jedoch ein Widerspruch. 
1st B ein Blockideal von FG mit Blockidempotent E, so nennt man das 
Paar B t) E einen Block von FG. Eine p-Untergruppe D von G hei& 
Defektgruppe von B ++ E, falls 
E EI,(G) 2 IQ(G). 
\ Q<fJ 
Bekanntlich hat jeder Block eine bis auf Konjugation eindeutig bestimmte 
Defektgruppe D. Den Exponenten von D kann man wie folgt 
charakterisieren. 
J. SATZ. B ++ E sei ein Block von FG mit Defektgruppe D und n E N,. 
Dann gilt: 
(i) 1st p” > exp(D), so ist T(B) = T,(B). 
(ii) Ist p” < exp(D), so ist T(B) # T,(B). 
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Beweis. (i) Fur ein Element x E T(B) und q :=pn ist 
i(xqZB) = QqEZB) c I(<xqID(G)) = 0, 
also x4 E (ZB)’ = K(B) und x E T,,(B). Umgekehrt ist trivialerweise 
T,(B) & T(B). 
(ii) Setze q :=pn und schreibe E = C,,c ay y. Nach dem Satz von 
Osima existiert ein p-regulares Element g E C,(D) mit ug # 0. Wlhle ein 
Element d E D maximaler Ordnung und ein p-regulares Element h E C,(D) 
mit g-l = hq. Dann ist d - 1 nilpotent und mit h vertauschbar. Daher ist 
(d - 1) hE E T(B). Andererseits ist 
((d - 1) hE)” = dqhqE - hqE = dqg- ‘E - g-‘E 
= c a,dqg-$- c a/y. 
YCG YEG 
1st y E G mit .ay # 0, so ist y p-regular nach dem Satz von Osima. Da aber 
d4g-’ nach Wahl von II und d p-singular ist, folgt A(dqg-‘y) = 0. Also ist 
I(((d - 1) hE)q) = - ag # 0, ((d - 1) hE)q & K(B) und (d - 1) hE E 
V)\CD9 
Aus Satz J ergeben sich interessante Aussagen iiber die Jacob- 
son-Radikale JB von B und JZB von ZB. 
K. KOROLLAR. B ++ E sei ein Block van FG mit Defektgruppe D und 
n E N, mit q := p” < exp(D). 
Dunn existiert ein Element j E JB mit j” & K(B); insbesondere ist 
(JB)q # 0. 
Beweis. Nach Satz J existiert ein Element x E T(B) mit x9 & K(B). Aus 
[4; B] folgt T(B) = K(B) + JB. Daher gibt es Elemente k E K(B) und j E JB 
mit x = k +j. Dann ist 
ofXq~kq+jqejq (mod K(B)) 
wegen kq E K(B). Das zeigt die Behauptung. 
L. KOROLLAR. B c-) E sei ein Block uon FG mit Defektgruppe D und 
n E IN, mit q :=p” > exp(D). 
Dunn ist zq = 0 fir jedes Element z E JZB. 
Beweis. Nach Satz J ist gz E FG . JZB z JB E T(B) = T,,(B) fur jedes 
Element g E G. Fur C E Cl(G) ist also 0 = A(FGzC”“+), d.h. 0 = zC”~~. 1st 
C eine p-reguliire Konjugationsklasse von G mit Defektgruppe Q < D, so ist 
0 = zqC+ nach Satz D. Aus dem Satz von Osima folgt 0 = zqE = zq. 
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Eine zu Korollar L analoge Aussage gilt iibrigens nicht fur beliebige 
Elemente aus JB. 
M. BEISPIEL. F sei algebra&h abgeschlossen mit Charakteristik 2. 
D = (g, h j sei elementarabelsch von der Ordnung 4 und G das direkte 
Produkt von D mit einer nichtabelschen Gruppe der Ordnung 27. G besitzt 
einen Block B ++ E, so da13 B zur F-Algebra aller 3 X 3-Matrizen mit Koef- 
lizienten aus FD isomorph ist. Die Matrix 
r 
0 g-l 0 
x= h-l 0 0 
0 00 
liegt im Radikal von A, aber es ist x2 # 0. 
4. PRIMITIVE IDEMPOTENTE 
D sei eine p-Untergruppe von G und G/D die Menge der 
Linksnebenklassen gD, g E G, von G nach D: dabei ist D nicht notwendig 
ein Normalteiler von G. F(G/D] bezeichne einen F-Vektorraum mit Basis 
G/D. F(G/D] wird zu einem FG-Linksmodul durch Linksmultiplikation mit 
den Elementen aus G und zu einem FN,(D)-Rechtsmodul durch die 
Rechtsmultiplikation mit den Elementen aus N,(D). Die kanonische 
Abbildung 71: FG- F[G/D] ist ein Epimorphismus beziiglich beider 
Modulstrukturen. 
Fur jedes p-regulare E.lement g E C,(D) ist offenbar F[G/D] isomorph 
zum gr6Bten halbeinfachen F[D x (g)]-Faktormodul von FG. 1st e ein 
beliebiges Idempotent in FG, so ist also such eF[G/D] isomorph zum 
grol3ten halbeinfachen Faktormodul des projektiven F[D x (gj]-Moduls 
eFG. Jeder projektive unzerlegbare F[D X (g)]-Modul besitzt bis auf 
Isomorphie genau einen Kompositionsfaktor, und dieser tritt mit Vielfachheir 
PI auf. Dies ist besonders dann von Interesse, wenn man mit 
Brauercharakteren arbeiten mbchte. Wir wollen jedoch weiterhin bei Prim- 
zahlcharakteristik bleiben. Aus diesen Uberlegungen ergibt sich unmittelbar: 
N. LEMMA. Es ist dim,eF[G/D] = ID\-’ dim,c eFG. 
W&It man zu jeder Konjugationsklasse K von G ein Element g, E K. so 
hat e nach (4; K] eine Darstellung 
e = y‘ cr, g, + k, - (2; 
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wobei K alle p-regularen Konjugationsklassen von G durchlauft und 
k E K(I;G) ist. Wir wollen die Koeftizienten clfi bestimmen. 
0. LEMMA. C sei eine p-reguldtre Konjugationsklasse von G und D eine 
p-S.vlowgruppe von C,(gc). Ftir jedes Element x E FG hat man eine lineare 
Abbildung 
L . F[G/D] -+ F[G/D], gD t-+ xgDgc = xgg,D C,X’ (g E G>. 
Dann ist Spur L,,, = a,-, 1 C,( g,): D 1, und diese Spur bleibt unveriindert bei 
Restriktion von Lc,e auf eF[G/D]. 
Beweis. Wegen F[G/D] =eF[G/D] @ (1 -e)F[G/D] gilt die letzte 
Aussage. Schreibt man e = CLEGaLhT so ist L,,, = ChEG ahLC,h. Fiir ein 
Element h E G ist offenbar 
Spur L,,, = I{ gD E G/D: hgDgc = gD}l 1, 
=I{gDEG/D:g-‘hgEDg,‘}l 1,. 
Dabei gilt: 
({gDEG/D:g-‘hgEDg,‘}l=IDI-‘I{gEG:g-’hgEDg,’}l. 
Daher ist Spur L,,, = Spur LC,,,, falls h und k’ in der gleichen 
Konjugationsklasse von G liegen. Ftir p-regullire Elemente h E G ist die 
Tatsache g-‘hg E Dg;’ aquivalent zu g-‘hg=g;‘, da g;’ in C,(D) liegt. 
Wegen CheK ah = 0 fur alle p-singularen Konjugationsklassen K von G ist 
also 
= at-l Spur Lc,sc-, = a=-’ 1 C,( g,): D 1. 
Wendet man Lemma 0 an auf die p-regulke Konjugationsklasse C = { 1 }, so 
ergibt such a Lemma N: 
P. KOROLLAR. Ftir jedes Idempotent e E FG und jede p-Sylowgruppe P 
von G ist ;1 (e)l G: P I= dim, eF [ G/P] = (P ) 7 ’ dim, eFG. 
Wir benutzen die obigen Ergebnisse, urn den Annullator einer 
Sektionssumme zu bestimmen. 
Q. SATZ. F sei ein Zerftillungsk&per und C eine p-regultire 
Konjugationsklasse von G, nE N, und q := p”, so &J 
S := (Cq)l’q E Sri’(G). 
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Dunn ist (S + >” = JFG + C eFG, tvobei e alle primitiuen Idempotente LTOI’I 
FG mit Spur Lc3, = 0 durchl&ft. 
Beweis. I := (St)” ist ein Ideal in FG mit JFG c I (siehe [4; Cl). FGjI 
ist eine symmetrische Algebra beziigiich der Linearform ,u: FG/I --) F, 
,U(X $ I) := A(xS+) fur x E FG. Da FG/I eine direkte Summe von Aviatrix- 
algebren iiber F ist, verschwindet b(f) fur kein primitives Idempotent J in 
FGjI. Sei nun e = 1 a,g, + k wie in (2) ein primitives Idempotent in FG. 
Genau dann liegt e in I, wenn p(e + 1) = 0 ist. Nach Definition von ,g 
bedeutet das 0 = JU(e.St) = [xc-, . Nach Lemma 8 ist dies abcr aquivalent zu 
spur L,., = 0. 
Wie zu Beginn dieses Paragraphen bemerkt, ist das obige Resultat 
gieichwertig mit den Ergebnissen von Tsushima in [ 121. Angewandt auf die 
Konjugationsklasse C = (1) ergibt sich wieder ein Satz von Tsushima [IO]. 
R. SATZ. FL% jeden Ze~f6llungskiirper F eon G ist (P(G)‘)” = JFG + 
ZI, eFG, wobei e alle primitiven Idempotente uon FG mit (1 PI i 
dim, eFG) 1, = 0 durchliiuft. 
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